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Osservazione
Combinando gli enunciati del Teorema dei valori intermedi e
del Teorema di Weierstrass possiamo affermare che l’immagine
di una funzione continua f(x), quando questa e` definita su di
un intervallo limitato e chiuso [a, b], e` l’intervallo limitato e
chiuso [m,M ] in cui:
m = inf {f(x) : x ∈ [a, b]} = min {f(x) : x ∈ [a, b]} ,
M = sup {f(x) : x ∈ [a, b]} = max {f(x) : x ∈ [a, b]} .
Possiamo quindi scrivere, in notazione insiemistica:
f ([a, b]) = [m,M ] .
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Continuita` della funzione inversa
Se f ∈ C[a, b] (insieme delle funzioni continue sull’intervallo
[a, b] e` strettamente crescente abbiamo che im(f) = [f(a), f(b)]
3/29 Pi?
22333ML232
Continuita` della funzione inversa
Se f ∈ C[a, b] (insieme delle funzioni continue sull’intervallo
[a, b] e` strettamente crescente abbiamo che im(f) = [f(a), f(b)]
La crescenza in senso stretto implica che f e` iniettiva.
3/29 Pi?
22333ML232
Continuita` della funzione inversa
Se f ∈ C[a, b] (insieme delle funzioni continue sull’intervallo
[a, b] e` strettamente crescente abbiamo che im(f) = [f(a), f(b)]
La crescenza in senso stretto implica che f e` iniettiva. In
questo modo possiamo definire la funzione inversa
f−1 : [f(a), f(b)]→ [a, b]
definita dalla regola secondo cui per ogni y ∈ [f(a), f(b)] il
valore f−1(y) e` l’unico elemento x di [a, b] per cui f(x) = y.
3/29 Pi?
22333ML232
Continuita` della funzione inversa
Se f ∈ C[a, b] (insieme delle funzioni continue sull’intervallo
[a, b] e` strettamente crescente abbiamo che im(f) = [f(a), f(b)]
La crescenza in senso stretto implica che f e` iniettiva. In
questo modo possiamo definire la funzione inversa
f−1 : [f(a), f(b)]→ [a, b]
definita dalla regola secondo cui per ogni y ∈ [f(a), f(b)] il
valore f−1(y) e` l’unico elemento x di [a, b] per cui f(x) = y.
Questa funzione f−1 e` anche essa strettamente crescente.
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Teorema
Se f ∈ C[a, b] e` una funzione strettamente crescente, allora la
sua funzione inversa f−1 : [f(a), f(b)] → [a, b] e` strettamente
crescente e continua.
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Teorema
Se f ∈ C[a, b] e` una funzione strettamente crescente, allora la
sua funzione inversa f−1 : [f(a), f(b)] → [a, b] e` strettamente
crescente e continua.
Teorema
Se f ∈ C[a, b] e` una funzione strettamente decrescente, allora
la sua funzione inversa f−1 : [f(b), f(a)]→ [a, b] e` stretta-
mente decrescente e continua.
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Definizione di Derivata
Consideriamo la funzione f : I → R, ove I e` un intervallo.
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Definizione di Derivata
Consideriamo la funzione f : I → R, ove I e` un intervallo.
Diremo che f e` derivabile in x0 ∈ I se esiste finito il limite:
lim
x→x0
f(x)− f(x0)
x− x0
= lim
h→0
f(x0 + h)− f(x0)
h
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Teorema
Se f e` derivabile in x0 allora f e` continua in x0.
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Teorema
Se f e` derivabile in x0 allora f e` continua in x0.
Non e` vero il viceversa: esistono funzioni continue non deriv-
abili
f(x) =
x sin
1
x
se x 6= 0
0 se x = 0
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Teorema
Se f e` derivabile in x0 allora f e` continua in x0.
Non e` vero il viceversa: esistono funzioni continue non deriv-
abili
f(x) =
x sin
1
x
se x 6= 0
0 se x = 0
e` continua in x0 = 0 ma non e` derivabile in x0 = 0
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Significato geometrico della derivata
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Coefficiente angolare retta rossa α =
f(x)− f(x0)
x− x0
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Coefficiente angolare retta rossa α =
f(x)− f(x0)
x− x0
per x→ x0 la corda si dispone verso la retta tangente
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Significato geometrico della derivata
x0
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Assumere che esista finito il limite
lim
x→x0
f(x)− f(x0)
x− x0
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Assumere che esista finito il limite
lim
x→x0
f(x)− f(x0)
x− x0
significa che e` il grafico di f(x) e` dotato di retta tangente in
x0
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Significato geometrico della derivata
x0
f Hx0L
x
y
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Non e` detto che la retta tangente esista: qui ne abbiamo due
punto angoloso
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Non e` detto che la retta tangente esista: qui ce ne sono due
verticali cuspide
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y
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La derivata si indica con uno dei simboli:
f ′(x0), f˙(x0), Df(x0),
df
dx
(x0)
17/29 Pi?
22333ML232
La derivata si indica con uno dei simboli:
f ′(x0), f˙(x0), Df(x0),
df
dx
(x0)
Se per ogni x0 ∈ I esiste il limite del rapporto incrementale
la funzione f e` detta derivabile in I e la funzione:
x 7−→ f ′(x)
si dice funzione derivata o, piu` semplicemente, derivata di f.
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Equazione della retta tangente
y = f(x0) + f
′(x0) (x− x0)
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Equazione della retta tangente
y = f(x0) + f
′(x0) (x− x0)
x0
f Hx0L
x
y
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Esempio
Trovare le equazioni delle rette passanti per il punto P(1, 2)
tangenti alla parabola di equazione cartesiana y = x2 + 1
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Esempio
Trovare le equazioni delle rette passanti per il punto P(1, 2)
tangenti alla parabola di equazione cartesiana y = x2 + 1
Il punto P appartiene alla parabola. Senza usare la derivata
si procede, in modo molto piu` lento usando il fascio di rette
per P
y = 2 +m(x− 1)
si lega a sistema con l’equazione della parabolay = 2 +m(x− 1)y = x2 + 1
uguagliando si trova l’equazione di secondo grado in x
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x2 −mx+m− 1 = 0
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x2 −mx+m− 1 = 0
si ha tangenza se il discriminante si annulla
m2 − 4m+ 4 = 0 ⇐⇒ (m− 2)2 = 0
quindi m = 2 pertanto la retta tangente e`
y = 2 + 2(x− 1)
questo ci fa capire che la derivata in x0 = 1 della funzione
f(x) = x2 + 1 vale 2
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Infatti
f(x)− f(1)
x− 1 =
x2 + 1− (12 + 1)
x− 1
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Infatti
f(x)− f(1)
x− 1 =
x2 + 1− (12 + 1)
x− 1
quindi:
lim
x→1
f(x)− f(1)
x− 1 = limx→1
x2 − 1
x− 1 = limx→1(x+ 1)
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2
x
y
Figure 1: f(x) = x2 + 1, y = 2 + 2(x− 1)
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La derivata permette di trattare problemi piu` generali, dove
l’algebra e` o inservibile o troppo difficile
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y = f(x) = x3 + 1
23/29 Pi?
22333ML232
La derivata permette di trattare problemi piu` generali, dove
l’algebra e` o inservibile o troppo difficile
Esempio
Trovare le equazioni delle rette passanti per il punto P(1, 2)
tangenti alla parabola cubica di equazione cartesiana
y = f(x) = x3 + 1
f(x)− f(1)
x− 1
23/29 Pi?
22333ML232
La derivata permette di trattare problemi piu` generali, dove
l’algebra e` o inservibile o troppo difficile
Esempio
Trovare le equazioni delle rette passanti per il punto P(1, 2)
tangenti alla parabola cubica di equazione cartesiana
y = f(x) = x3 + 1
f(x)− f(1)
x− 1 =
x3 + 1− (13 + 1)
x− 1
23/29 Pi?
22333ML232
La derivata permette di trattare problemi piu` generali, dove
l’algebra e` o inservibile o troppo difficile
Esempio
Trovare le equazioni delle rette passanti per il punto P(1, 2)
tangenti alla parabola cubica di equazione cartesiana
y = f(x) = x3 + 1
f(x)− f(1)
x− 1 =
x3 + 1− (13 + 1)
x− 1
quindi:
23/29 Pi?
22333ML232
La derivata permette di trattare problemi piu` generali, dove
l’algebra e` o inservibile o troppo difficile
Esempio
Trovare le equazioni delle rette passanti per il punto P(1, 2)
tangenti alla parabola cubica di equazione cartesiana
y = f(x) = x3 + 1
f(x)− f(1)
x− 1 =
x3 + 1− (13 + 1)
x− 1
quindi:
lim
x→1
f(x)− f(1)
x− 1 = limx→1
x3 − 1
x− 1
23/29 Pi?
22333ML232
La derivata permette di trattare problemi piu` generali, dove
l’algebra e` o inservibile o troppo difficile
Esempio
Trovare le equazioni delle rette passanti per il punto P(1, 2)
tangenti alla parabola cubica di equazione cartesiana
y = f(x) = x3 + 1
f(x)− f(1)
x− 1 =
x3 + 1− (13 + 1)
x− 1
quindi:
lim
x→1
f(x)− f(1)
x− 1 = limx→1
x3 − 1
x− 1 = limx→1(x
2 + x+ 1)
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ne viene che f ′(1) = 3
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y = 2 + 3(x− 1)
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ne viene che f ′(1) = 3 pertanto la retta tangente ha equazione
y = 2 + 3(x− 1)
1
2
x
y
Figure 2: f(x) = x3 + 1, y = 2 + 3(x− 1)
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Teorema Se f e g sono due funzioni derivabili in x0 ∈ I, e
α ∈ R, allora:
(αf)′ (x0) = αf ′(x0)
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Teorema Se f e g sono due funzioni derivabili in x0 ∈ I, e
α ∈ R, allora:
(αf)′ (x0) = αf ′(x0)
(f + g)′ (x0) = f ′(x0) + g′(x0)
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Teorema Se f e g sono due funzioni derivabili in x0 ∈ I, e
α ∈ R, allora:
(αf)′ (x0) = αf ′(x0)
(f + g)′ (x0) = f ′(x0) + g′(x0)
(f g)′ (x0) = f ′(x0) g(x0) + f(x0) g′(x0)
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Teorema
Se f e g sono due funzioni derivabili in x0 ∈ I, e g(x0) 6= 0,
allora:
(
f
g
)′
(x0) =
f ′(x0) g(x0)− f(x0) g′(x0)
[g(x0)]
2
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Derivazione delle principali funzioni
• Funzione stazionaria
f(x) = k⇒ f ′(x) = 0
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Derivazione delle principali funzioni
• Funzione stazionaria
f(x) = k⇒ f ′(x) = 0
Infatti se h 6= 0, si ha, per ogni x:
f(x+ h)− f(x)
h
= 0
quindi:
lim
h→0
f(x+ h)− f(x)
h
= lim
h→0
0 = 0
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• Funzione monomia
f(x) = xn, n ∈ N⇒ f ′(x) = nxn−1
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• Funzione monomia
f(x) = xn, n ∈ N⇒ f ′(x) = nxn−1
se n = 1
f(x+ h)− f(x)
h
=
x+ h− x
h
= 1
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• Funzione monomia
f(x) = xn, n ∈ N⇒ f ′(x) = nxn−1
se n = 1
f(x+ h)− f(x)
h
=
x+ h− x
h
= 1
Se n = 2
f(x+ h)− f(x)
h
=
(x+ h)2 − x2
h
=
2hx+ h2
h
= 2x+ h
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• Funzione monomia
f(x) = xn, n ∈ N⇒ f ′(x) = nxn−1
se n = 1
f(x+ h)− f(x)
h
=
x+ h− x
h
= 1
Se n = 2
f(x+ h)− f(x)
h
=
(x+ h)2 − x2
h
=
2hx+ h2
h
= 2x+ h
quindi lim
h→0
f(x+ h)− f(x)
h
= lim
h→0
(2x+ h) = 2x
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ragionando per induzione e usando il teorema della derivazione
del prodotto si trova
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ragionando per induzione e usando il teorema della derivazione
del prodotto si trova
D
(
xn+1
)
= (xn · x)
= D (xn) · x+ xnD (x)
= nxn−1 · x+ xn
= nxn + xn
= (n+ 1)xn
